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GIrIS

Yapay Zeka, koku Matematik olan bir agacin gévdesi ve dallaridir.

Yapay Zeka alaninda kariyer yapmak ve basarili olmak istiyorsaniz
temel uygulamali matematik calismaniz gerekmektedir; sadece
bilim kurgu hayrani olmak yeterli olmayacaktir.

Bir Yapay Zeka kariyeri insa edeceksin matematikle arkadas olun,
goreceksiniz dunyaniz sallanmaya baslayacaktir.

Bir matematikci ve yapay zeka uzmani olarak, yapay zeka ve

matematik arasindaki buyult baglantiyi sizinle paylasmak
Istiyorum.




Lecture Outline

Linear algebra

— Vectors

— Matrices

— Ozdegerler ve Ozvektorler

— Eigen decomposition
Turev
Integral
Differential calculus
Optimization algorithms
Simulation
Probability

— Random variables

— Probability distributions
Information theory



Yapay Zeka - Matematik

Yapay zekanin birincil amaci, insan anlayisi icin kabul edilebilir bir model olusturmaktir. Ve bu
modeller, matematigin cesitli dallarindan gelen fikir ve stratejilerle hazirlanabilir.

Kendi kendine giden arabalari dlisinlin; amaclari, video goérintilerindeki nesneleri ve insanlari
tanimaktir. Kameralardan ve algilayicilardan akan veri nehrinden beslenen veri denizinin icinde
ylUzecek bir araba disinun. Bu arabalarin arkasinda minimizasyon sirecleri ve geri yayllim
seklinde matematik vardir. Matematik, bilim adamlarinin yizlerce yildir bilinen geleneksel
yontem ve teknikleri kullanarak zorlu derin soyut problemleri cozmelerine yardimci olur.

Makine 6grenimi miuhendisi, veri bilimcisi veya robot bilimcisi olarak kariyer yapmak istiyorsaniz,
matematikte basarili olmaniz gerekir. Matematik, yapay zekada hayati 6nem tasiyan analitik
disinme becerileri gelistirir.

Tdm 6nemli ilerlemelerin arkasinda matematik vardir. Lineer cebir, matematik, oyun teorisi,
olasilik, istatistik, gelismis lojistik regresyon ve Gradient Descent kavramlarinin timu, veri
biliminin temel dayanaklaridir.

Yapay zekada matematigin tc ana dali lineer cebir, hesaplamali matematik ve olasiliktir.



Lineer Cebir

* Lineer Cebir, yapay zeka uzmanlarinin onsuz yasayamayacagi bir
sey olan uygulamali matematik alanidir. Bu alanda uzmanlasmadan
asla iyi bir yapay zeka uzmani olamazsiniz. Skyler Speakman'in
dedigi gibi, “Lineer Cebir, 21. yuzyillin matematigidir.”

* Lineer Cebirin skaler, vektorler, tensorler, matrisler, kimeler ve
diziler yeni fikirler Gretmeye yardimci olur, bu yizden yapay zeka
uzmanlari ve arastirmacilari icin mutlaka 6grenilmesi gereken bir
alandir. Topoloji, oyun teorisi, grafik teorisi, fonksiyonlar, dogrusal
donusumler, 6zdegerler ve 6zvektorler kavramlari ile veri ve
modelleri soyutlayabilirler.



Bayuklukler

* Skaler buyuklukler: Sayi ve birim kullanilarak belirtilebilen
buyukluklere skaler btuyukltk denir. Ornegin 2 kg, 20 m gibi
buyuklukler skaler buyukliklerdir. Gercek veya dogal tek bir say!
olabilir. Kiitle, elektriksel yuk, sicaklik ve bir ortamdaki bir noktanin
elektrik potansiyeli skaler niceliklerdir. 3 boyutlu evrende iki nokta
arasindaki mesafe skalerdir, fakat birinden digerine olan yon ile
beraber belirtildiginde vektorel bir nicelik olur. Fizikte dlcim
vapilan baslica iki buyukluk vardir; skaler ve vektorel
buyukltklerdir.

* Vektorel buyutklukler: Buyuklagu, baslangic noktasi, yonu ve ekseni
va da duzlemi olan buyukluklere vektorel buyuklik denir.



Key Vocabulary

Expression —a math sentence without equal signs

Equation — a math sentence with equal signs

Variable — a letter that is used to represent a number

Terms — the part of an expression that is being added together

Coefficient — the number part of the term that has a variable with it
Constant Term — a term that has a number but no variable

Like Terms — terms that have identical variables

Inverse Operation — the opposite operation used to solve an equation




What is the difference between a numeric expression and an
algebraic or variable expression?

Numeric Expression Algebraic Expression
-3+ 2 +4-5 -3X + 2y —
4z - 5

An algebraic or variable expression consists of three parts
 Variable

e (Coefficient
e (Constant




Matematikte, tensor,

 Matematikte, tensor, cok boyutlu verinin simgelenebildigi
geometrik bir nesnedir. Skaler denilen yonsuz nicel buyukltkler,
vektor denilen yonlt buyukltkler ve matris denilen iki boyutlu
nesneler birer tensordir. Tensor, tum bu nesnelerin genellestirilmis
halidir ve cok boyutlu veri kimeleri icin kullantlir. Nesnenin kac¢
boyutla ifade edildigine de tensoriin derecesi denilir. Bir skalerin
derecesi sifir, bir vektorun bir, bir matrisin ise ikidir. Tensorler ¢ ve
Uzeri dereceye sahip olabilir. Tensorler — N eksenli duzenli bir
Izgara Uzerinde duzenlenmig sayilarin bir N-D dizisi (N>2). Makine
Ogrenimi, Derin Ogrenme ve Bilgisayarla Gormede Onemlidir.



Matematikte matris

* Matematikte matris, dikdortgen bir sayilar tablosu veya
daha genel bir aciklamayla, toplanabilir veya carpilabilir
soyut miktarlar tablosudur. Matrisler daha cok dogrusal
denklemleri tanimlamak, dogrusal donusumlerde
(lineer transformasyon) carpanlarin takibi ve iki
parametreye bagli verilerin kaydedilmesi amaciyla
kullanilirlar. Matrislerin toplanabilir, cikartilabilir,
carpilabilir, bolunebilir ve ayristirilabilir olmalari,
dogrusal cebir kuraminin temel kavrami olmalarini

saglamistir.



Matematiksel Hesaplama

Diferansiyel hesap, Cok degiskenli hesap, Integral hesap, Gradyan inis yoluyla hata
minimizasyonu ve optimizasyonu, Limitler, Gelismis lojistik regresyonlar, matematiksel
modellemede kullanilan tim kavramlardir.

Matematik, parametrelerdeki, fonksiyonlardaki, hatalardaki ve yaklasikliklardaki degisikliklerle
ilgilenir. Yapay Zekada cok boyutlu hesaplamalarda, sapma bulmada, yoriinge 6ngérmede
kullanilan matematiksel hesaplamada en 6nemli kavramlar (ayrintili olmamakla birlikte):

. Turevler — kurallar (toplama, carpim, zincir kurali vb.), hiperbolik ttrevler (tanh, cosh vb.)
ve kismi turevler.

. Vektor/Matris Hesabi — farkli tiirev operatorleri (Gradient, Jacobian, Hessian ve Laplacian)
. Gradyan (egim) Algoritmalari — yerel/global maksimumlar ve minimumlar, eyer noktalari,

disblkey fonksiyonlar, yiginlar ve mini yiginlar, stokastik gradyan inisi ve performans
karsilastirmasi.



Istatistikte, temel bilesen analizi

Istatistikte, temel bilesen analizi (TBA), cok boyutlu uzaydaki bir verinin daha diisiik boyutlu bir uzaya
izdisUmunu, varyansi maksimize edecek sekilde bulma yontemidir. Uzayda bir noktalar kiimesi icin, tim
noktalara ortalama uzakligi en az olan "en uygun dogru" secilir. Daha sonra bu dogruya dik olanlar arasindan
yine en uygun dogru secilerek, bu adimlar, yeni bir boyutun varyansi belirli bir esigin altina inene kadar
tekrarlanir. Bu surecin sonunda elde edilen dogrular, bir dogrusal uzayin tabanlarini olusturur. Bu taban
vektorlerine temel bilesen denir. Verinin temel bilegenleri birbirinden bagimsiz olur. Bu kavram bazen orijinal
terimin kisaltmasi olan PCA (Ingilizce: Principal component analysis) olarak da anilir. TBA'nin ana kullanim
amaclari kesifsel veri analizi yapmak ve kestirimsel modeller olusturmaktir.

“Temel Bilesenler Analizi” olan PCA tanima, siniflandirma, gorintua sikistirma alanlarinda kullanilan yararli bir
istatistiksel tekniktir. Temel amaci ylksek boyutlu verilerde en yuksek varyans ile veri setini tutmak ancak
bunu yaparken boyut indirgemeyi saglamak olan bir tekniktir. Fazla boyutlu verilerdeki genel 6zellikleri
bularak boyut sayisinin azaltilmasini, verinin sikistirilmasini saglar. Boyut azalmasiyla bazi 6zelliklerin
kaybedilecegi kesindir; fakat amaclanan, bu kaybolan 6zelliklerin poplilasyon hakkinda ¢ok az bilgi iceriyor
olmasidir. Bu yontem, yuksek korelasyonlu degiskenleri bir araya getirerek, verilerdeki en cok varyasyonu
olusturan “temel bilesenler” olarak adlandirilan daha az sayida yapay degisken kiimesi olusturur.



Istatistik & Olasilik Kavramlari

Yapay zeka diinyasinda ¢ok fazla soyut problem var. Belirsizlik ve stokastikligi bircok bicimde yasayabilirsiniz. Olasilik teorisi, belirsizlikle
basa cikmak icin araclar sunar. Bir olayin meydana gelme sikligini analiz etmek icin, bir olayin meydana gelme sansi olarak
tanimlandigi icin olasilik kavramlari kullanilir.

Bir Robot dustnelim. Bir robot yalnizca belirli bir stire ileri gidebilir, ancak belirli bir mesafeye gidemez. Bilim adamlari robotu
ilerletmek icin programlamasinda matematigi kullaniyor. Ayrik rastgele degiskenler, strekli rastgele degiskenler, Bayes Formuli ve
normallestirme, diger lineer cebir kavramlariyla birlikte Robotik navigasyon ve harekette kullanilan bazi olasilik kavramlaridir.

Bu konu muhtemelen zamaninizin dnemli bir bélimiini alacaktir. lyi haber: Bu kavramlar zor degil, bu yiizden bu kavramlarda
ustalasmamaniz icin hicbir neden yok.

Temel istatistikler — Ortalama, medyan, mod, varyans, kovaryans vb.

Olasilik — olaylarda (bagimli ve bagimsiz), drnek uzaylarda, kosullu olasilikta temel kurallar.

Rastgele degiskenler — sirekli ve ayrik, beklenti, varyans, dagilimlar (ortak ve kosullu).

Bayes Teoremi — inanclarin gecerliligini hesaplar. Bayesian yazilimi, makinelerin kaliplari tanimasina ve karar vermesine yardimci olur.

Maksimum Olabilirlik Tahmini (MLE) — parametre tahmini. Temel olasilik kavramlari hakkinda bilgi gerektirir (ortak olasilik ve olaylarin
bagimsizlig).

Ortak Dagilimlar — binom, poisson, bernoulli, gauss, Ustel.



Bilgi Teorisi Kavramlari

Bu konu, Al ve Derin Ogrenmeye dnemli katkilarda bulunan ve heniz bircok kisi
tarafindan bilinmeyen 6nemli bir alandir. Bunu matematik, istatistik ve olasiligin bir
karisimi olarak disdnun.

Entropi — Shannon Entropisi olarak da adlandirilir. Bir deneydeki belirsizligi 6lcmek
icin kullanihr.

Capraz Entropi — iki olasilik dagilimini karsilastirir ve bize bunlarin ne kadar benzer
oldugunu soyler.

Kullback Leibler Divergence — iki olasilik dagiliminin ne kadar benzer oldugunun
baska bir dlcusd.

Viterbi Algoritmasi — Dogal Dil Isleme (NLP) ve Konusmada yaygin olarak kullanilir.
Enkoder-Dekoder — Makine Cevirisi RNN'lerinde ve diger modellerde kullanilr.



Fourier Transform

* Fourier dontusimu (Fourier Transform) siklik (frekans)analizinde
kullanilan, istatistik tabanli, matematiksel bir islemdir.

 Zaman domenindeki karisik sinyal yumaklarini ayristirir ve hangi
frekansta ne siddette (genlik) bir siklik oldugunu gosterir. Kisaca
sinyallerimizi zaman alanindan frekans alanina gecirirken
kullandigimiz bir islemdir.

* Fourier donusumu peryodik olarak tekrarlanmayan sinyalleri
dikkate almaz. Karmasik sinyaller icinde periyodik olanlari
belirleyip harmonik bilesenlerine ayirir.



Fourier Transform
|

Fourier Transtorm:
F(jo)=[_ f@e ™ d

Inverse Fourier Transform:

Analysis

1 p- ot ;
¥ (f)=2—nL°F (Jwe™dw  Synthesis

Continuous-Time Fourier Transform:

F(jo)= T f(t)e '®dt (1) =

-0

+X .
[F(jw)e’®do
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Discrete-Time Fourier Transform(DTFT):

| +x :
x[n] = — 2. Xie?™) e~ Jon

: +C :
X(@e’®)= 3 x[nle’""

n=—x i n=-x

Zamanla genligi degisen analog
sinyallerindeki frekanslarin
belirlenmeside ve frekansa gore
genliklerinin ayristirma Fourier
dondsimu.

Frekanslarin bilesenlerinden zaman
domeninde analog sinyal elde
edilmesi sentez. Frekanslara gore
birlestirme.

Peryodik Sinyallarin Fourier
Donlsumu daha dogru hesaplanir.
Bir analog sinyalin Fourier dontsumi
komplks sayilar icerir.



Laplace Donusumu

Dogrusal adi diferansiyel denklemlerin ¢c6zimu icin 6nemli bir analitik yontemdir. Dogrusal olmayan
ODE'lerde ilk 6nce dogrusallastirilmahdir. Laplace dontstmleri 6nemli proses kontrol kavramlari ve
tekniklerinde 6nemli bir rol oynar.

Sistemlerin, sadece bir frekans veya zaman alani verileri yerine, sinusoidler ve Usteller gibi dogal
bilesenler acisindan analiz edilmesine yardimci olur.

Yogun aktarim islevini, kutuplar ve sifirlar cinsinden (limit) tanimlanabildigi ve sezgisel olarak sistemin
kararhligini, astimasini veya giriltisini tahmin etmede yardimci olan uygun bir alana (S-etki alani)
cevirir.

Kutuplar: Paydayi sifir yapan degiskenlerdir.
Sifirlar: Payi sifir yapan degiskenlerdir.

Fourier Donltsumu, sifreli bir dontsimu cok daha kolay bir carpima donustururken, bir Laplace
Donusimu, S-etki alaninda basit bir polinom cebiri ile yogun bir diferansiyel denklemin ¢ozilmesine
yardimci olur.

Yinelemeli filtrelerin kararhligini analiz etmek icin DSP'de temel olan Z-Dénisiimu, Laplace
Donusimu'nun yakin akrabasidir.

Ornekler: Transfer fonksiyonlari, Frekans tepkisi, Kontrol sistemi tasarimi, Kararllk analizi
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Optimizasyon (Parametreleri Eniyilleme)

Performansa gore akilli modellerdeki parametreleri en iyilime olarak bilinir.

Makine 6grenmesi ile yakin bagi vardir: bircok 6grenme probleminde, bir 6grenme
seti 6rnegindeki islevlerin en aza indirilmesine odaklanir.

Her hangi bir dalda (6rnegin bilgisayar ya da telefonda) performansi artirmak ve
daha iyi verim alabilmek icin yani sistemi daha iyi bir hale getirmek icin yapilan
islemlerin timune optimize (Eniyileme) ya da optimize etmek denir.

Yeni girdiye asiri duyarlilik gosteren parametreler; kaotik davranis.
Giris degerinde en kucuk degisim, cikista cok buyik sapmaya neden olursa?

Bir sistemin islevini tanimlayan cok sayida degiskenleri olan bir denklemde,
degisken degerlerinin belirlenmesidir. Degiken degerlerin minimize edilmesi.

Bir degiskenle eniyileme kolay, onlarca degisken eniyileme cok zordur. Burda
optimizasyon devreye girer. Optime — kabul edilebilir degerlenden kabul edilebilir
bir sonuc elde edilir.



Simulasyon (Benzerini Matematiksel Programlama ile
Olusturma)

* Bir sistemi temsil edebilecek ya da benzeri olabilecek bir matematiksel
model gelistirme islemidir.
 Ucus simulasyonu, anten tasarim HFSS

* Gercek sistemin modelinin tasarimlanmasi ve bu model ile sistemin
isletiimesi amacina yonelik olarak , sistemin davranisini anlayabilmek veya
degisik stratejileri degerlendirebilmek icin deneyler yuruttlmesi strecidir.

* Gelistirilen veya yeniden dlizenlenen surecleri tamamlamada ve deneme
calismalarini yuritmede ve sureclerin hata zamanlarini tahmin etmek icin
vapilan deneysel calismadir .Yeni strecin degisikliklere gosterdigi olasi
reaksiyonlari da anlayabiliriz.



Simulasyon

Simulasyon, gercek diinyayi taklit eden matematiksel ve algoritma tabanli dijital
ortam olusturma surecidir.

Simulasyonlar, matematiksel modeller ve algoritmalar kullanarak gerceklikten
esinlenir. Bu sayede,farkli senaryolari deneyimlemek ve sonuclarinitahmin
etmek mumkin olur.

Simulasyonlar, egitimden saglik sektoriine, mihendislikten oyunlara kadar
bircok alanda kullanilir;

Gercek sistemin yapisi ve davranisini anlayabilmek icin hesaplamali
matematik uygulamalar temelli mantiksal ve matematiksel modelleme ile
deney yapma olanagi saglayan bir yazilimsal bir sistemdir.



Bilgi Teorisi Kavramlari

Bu konu, Al ve Derin Ogrenmeye dnemli katkilarda bulunan ve heniz bircok kisi
tarafindan bilinmeyen 6nemli bir alandir. Bunu matematik, istatistik ve olasiligin bir
karisimi olarak disdnun.

Entropi — Shannon Entropisi olarak da adlandirilir. Bir deneydeki belirsizligi 6lcmek
icin kullanihr.

Capraz Entropi — iki olasilik dagilimini karsilastirir ve bize bunlarin ne kadar benzer
oldugunu soyler.

Kullback Leibler Divergence — iki olasilik dagiliminin ne kadar benzer oldugunun
baska bir dlcusd.

Viterbi Algoritmasi — Dogal Dil Isleme (NLP) ve Konusmada yaygin olarak kullanilir.
Enkoder-Dekoder — Makine Cevirisi RNN'lerinde ve diger modellerde kullanilr.



Lineer Cebir
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Ozdegerler ve Ozvektorler

Ozdegerler (veya karakteristik degerler) ve dzvektorleri (karakteristik 6zvektorler), fiziksel bir
sistemin sahip olabilecegi 6zel degerlerde nasil davrandiklarini belirlemek icin 6nemlidir.

Bu degerler sisteme ait 6zel bir eneriji, 6zel bir frekans degeri, dalgalarin girisimi veya kuvvet
dengesinin saglandigi bir duruma ait olabilir.

Ozvektorler ise, fiziksel sistemin sahip oldugu 6zdegerlerdeki (6rnegin bir dalga) fonksiyonlari
olabilir. Ozdegerler ve 6zvektorler, diferensiyel denklemler iceren denklem sistemlerinin
cozumlerinde, sinir-deger problemlerinde ortaya cikabilir.

Bu tlr denklemlere, kuantum mekaniginde elektriksel bir potansiyel icinde bulunan bir
parcacigin enerjisini hesaplarken, elastik carpisma problemlerinde, akiskanlar mekaniginde,
titresim yapan cisimlerin hareketlerinde sikca karsilasilir.

Titresim yapan bir sistemin dogal frekansi ile disaridan uygulanan surici kuvvetin frekansi
birbirineesit veya yakin olmasi sistemin kararliligi acisindan veya malzemelerin elastik
Ozelliklerinin incelendigi durumlarda, sekil bozukluklarinin basladigi noktalarin belirlenmesinde
Ozfonksiyonlarin alacagl 6zdegerler dnemli olmaktadir.



Ozvektorler ve Ozdegerler

Ozvektorler ve Ozdegerler — 6zel vektdrler ve bunlara karsilik gelen skaler nicelik. Mihendislikte
sik sik karsilagilan problemlerin 6znesidir. Bir vektérin 6zdegerleri o matrisin karakteristik
polinomunun kokleridir. Ozdegerler, 6zvektorler ve 6zuzaylar, bir matrisin 6zellikleridir ve matris
hakkinda dnemli bilgiler verir. Matrislerin carpanlarina ayrilmasinda kullanilabilirler. Uygulamali
matematik alanlarinda oldugu kadar finans ve kuantum mekaniginde de kullanilir. Bir vektor
Uzerine uygulanan matris o vektortin hem buyudkliginit, hem de yéninu degistirir. Buna ragmen,
bir matris bazi belirli vektorler tGzerine etkidiginde onlarin sadece bluyukligiuni degistirir,
dogrultularini degistirmez (ancak vektorin yonu ters cevrilebilir). Dogrultusu degismeyen bu
vektorler soz konusu matrisin 6zvektorleri olarak adlandirilir. Bir matris, bir 6zvektoru tzerine
etkidiginde onun buyukliguni bir carpan kadar katlar. Bu carpan pozitif ise vektériin yonu
degismeden kalir, negatif ise vektorin yonu tersine doner (her iki durumda da vektorin
dogrultusu degismez). Bu carpana, soz konusu 6zvektore iliskin 6zdeger denir. Bir 6zuzay, ayni
O0zdegere sahip tum o6zvektorlerin olusturdugu kiimedir. Bu kavramlar matrisler, vektorler ve
dogrusal donusimler Gzerinde tanimhidir.



Ozdeger, Ozvektor

Ozdegerler, bir matrisin orijinal yapisini gérmek icin kullanilan alternatif bir yoldur.
Bazi vektorler bir A matrisi ile carpildiklari zaman yon degistirir, bazilari ise degistirmezler.
Bazi 6zel x vektorleri, Ax vektorii ile ayni yonde kalmaktadir. iste bu vektorlere “6zvektérler” denir.

Bir 0zvektorun A matrisi ile carpimi olan Ax vektoérd, orijinal x vektorinin AeR olmak tzere A katidir.

Ozdeger ve dzvektiriin geometrik yorumu
A x=ix bajintisindan hesaplan L dzdegeri ve x dzvektirl su sekilde yorumlanabilir: A matrisi x vektdrini A

kadar blyitmekte veya kigOltmektedir. x vektdrinin dogrultusu degismemekte fakat yonil degisebilmektedir.
A+ pozitif ise X ve AX ayni yonde, aksi hale ters yondedirler.
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Ozdeger ve 6zvektorlerin dzellikleri

Ozdeder ve dzvektorlerin bazi 6nemli 6zellikleri

1. Ozdeder problemi sadece kare matrisler icin tammlidir.

2. Ann matrisinin daima n tane dzdegeri, ‘&1*’11*““#’1.. vardir.

3. ﬂ. dzdederi A matrisinin determinantim sifir yapar.

4. Herﬂ,r. dzdegerine karsillk gelen bir x Gzvektdrd vardir. A ve X cifti beraber {j—ii};l =0 badintisim
saglar.
5. Ozdederler pozitif, negatif, sifir gercek sayilan olabildidi gibi sanal sayilar da olabilir.

6. Ozvektdrlerin elemanlar gercek ve sanal sayilardan clusabilir.

7. Elemanlan gercek sayilardan oclusan A simetrik (A'=A) ise, tim &zdederler de gercek sayilardan olusur.
Simetrik matrisin dzvektérleri ortogonaldir: X %=1

8. A simetrik (AT=A) ve pozitif tamml ise tim dzdederler de pozitiftir.

9. Ba=m dzdegerler birbirine esit olabilir. Fakat Esit tzdegderlerin dzvektirleri mutlaka farkhdir. Clnk
tzvektdrler dogrusal bagimsizdir. Ornegin

1 | 1] 0 0]
| birim matrisinde ,l, :..{: =.ri} =] ve Gzvektorler X, = 01 = 1 |- Xy = 0
| 1] 0] [0 1]

dir. Gortldigd gibi, 6zdegerler birbirine esit fakat 6zvektirler birbirinden farkhdir.




Ozdeger ve dzvektdrlerin dzellikleri

10. x; ozvektorandn herhangi bir gercek ¢ sayisi ile carpilmasi veya bolinmesi sonucunda elde edilen yeni
vektor de bir dzvektordir. Yam yeni vektircx ile de (A _-"i.-I ][f;l_]:ﬂgaﬁlamr. Bu dnemli dzellik
nedeniyle, istenirse, c herhangi bir gercek say secilebilir.

11. A wve AT aym dzdederlere sahiptir, fakat Gzvektdrleri genelde farklidir.

12. A, ve B, kare matrisler olmak lzere A B ve B A matrisleri ayni zdedgerlere sahiptir.

13. A nin Gzdederi ,.i]j ise A ' in dzdederi l.l"r’l. dir. i.- = () durumunda U'il tamimsizdir, bu ise A nin tekil ve
A in olmadiy anlamindadir.
14. A, matrisinin izi dzdegerlerin toplamina esittir:

iz A=au+ ant.tam=A, + A, +..+ A
15. Ann matrisinin determinant dzdegerlerin carpimina esittir:
detA=A - A, oA

Dolayisiyla, Gzdederlerden herhangi biri sifirsa, jﬁ =) , det A=0 dir ve A tammsizdr.




Ozdegerlerden kararli ya da kararsiz

durumlarin belirlenmesi

A, ve A\, 6zdegerlerine bagli olarak birkag farkli denge tlru ortaya ¢ikmaktadir. Bilindigi gibi A, ve A,, genel
ikinci dereceden bir denklem olan |4 — AI| = 0, karakteristik denklemin kokleridir. Bu nedenle kdkler
gercek veya karmasik sayilar olabilir ve asagidaki denge kararliligi durumlari ortaya cikarir.

Ozdegerler, c6ziim denkleminde e?tt ve e?2t katki verirler. Bu durumda Ussel negatif 6zdegeri olan
fonksiyon t — oo olurken ¢6zim egrisine yakinsar. tssel pozitif 6zdegeri olan fonksiyon t — oo olurken

¢Ozum egrisinden iraksar.

eM, fonksiyonunun iki ana davranis tird vardir.
A<0 iken t artiginda eM kararli bir noktaya yaklasir.
A>0 iken t artiginda eM kararsiz sonsuza gider.

A<0

Y

A>()




Ozdegerlerden kararli ya da kararsiz
durumlarin belirlenmesi

Bu durumda,
A<O0 iken, asagidaki denklem kararli bir durum belirleyecektir.
A>0 iken, asagidaki denklem kararsiz bir durum belirleyecektir.

G)=c(n)e \

Kararh durumlar: \\\\"

Kararli dugim noktasi: A;<0 ve A\,<O0; kokler reel.
Kararli spiral: A, , = a £ i; a<O0; a

Kararsiz durumlar:

Kararsiz duglim noktasi: A;>0 ve A,>0; kokler reel

Kararsiz spiral: A, , = a £ iB; a>0

Dairesel spiral: A, , = % iB; a=0;

Eyer ya da denge noktasi: A;>0, A,<0 ya da A,<0, A,>0; kokler reel




Denge — DOonum - Eyer Noktalari

Bir f fonksiyonunun konvekslikten konkavliga veya konkavliktan konvekslige gectigi ve
fonksiyonunun stirekli oldugu noktaya donum (bukim) noktasi adi verilir.

Denge, degismeyen bir sistem durumudur.
Iki boyutlu bir uzayda kararl denge: digiim ve odak

Bir sistemin dinamikleri bir diferansiyel denklem veya bir diferansiyel denklem sistemi ile
tanimlaniyorsa, o zaman denge noktasi bir turevi (tim turevleri) sifira ayarlayarak tahmin
edilebilir.

Ozdegerlerin hicbirinin gercek kismi yoksa denge noktasi hiperboliktir.
Tum 6zdegerlerin negatif gercek kismi varsa, denge kararli bir denklemdir.
En az birinin pozitif bir gercek kismi varsa, denge kararsiz bir digumdur.

En az bir 6zdegerin negatif gercek kismi varsa ve en az birinin pozitif gercek kismi varsa, denge
bir eyer noktasidir.



Denge — Donum - Eyer Noktalari

/ /

/ / o 1

/ / Y
/ a




Denge durum noktalari ve faz duzlemleri

Lineer veya lineer olmayan tipten ¥ = f(t,x,x), denklemler teorisinde x(t) cogu kez x-
ekseninde hareket eden bir noktanin t anindaki yerini ve y(t)= x(t) de t anindaki hizini tanimlar.
(x(t), y(t)) ikilisi, birlikte, sistemin t anindaki durumunu belirler.

Sistemin davranisi, (x,y) -duzleminde (x(t), y(t)) noktasinin geometrik yeri ile tarif edilebilir. Bu
bicimde diferansiyel denklem ile iliskilendirilen (x,y)-dizlemi faz dizlemi olarak adlandirilir. (x(t),
y(t)) parametrik cozim egrisine yoriinge ve onun goriuntusiine de orbit veya iz denir. Bir yoriinge
ile orbit arasindaki fark, yéringenin ¢dzum egrisinin oryantasyonunu veren t parametresi ile
donatiimis olmasidir.

X = f(t,x,x), genel denklemi icin, denge noktalari x ekseninde bulunur ve tim f(x, 0) =0
cozumleri tarafindan tanimlanir. (x,y) ( y=x ) duzlemdeki faz yollari birinci mertebeden
denklemin ¢co6zimleri yardimiyla belirlenir.



Denge durum noktalari ve faz duzlemleri

. dx
y(t) =x=—
ooy _dyax _ dy _
x_dt_dxdt_ydx_f(x'y)
dy _ f(xy)
dx y
ay _ %
dx  x

x ve y eksenlerindeki dlceklerin her zaman ayni olmadigi unutulmamalidir. Genellikle es zamanli diferansiyel
denklemler olarak muamele edilen f(x, y) ¢c6zimi olan (x (t), y (t)), t cinsinden parametrik olarak elde edilir.



Denge durum noktalari ve faz duzlemleri

X —8xx = 0 diferansiyel f(x, y) = 8xy olur. Matlab Yazilim kodu: \ \\/ y

f(x, 0) = 0 oldugundan, x eksenindeki her clear all \\ ; /)

nokta bir denge noktasidir. Faz yollariigin close all \\\\ /7// |
\\\\ f |
\ . /

/
L5

/
/
/

diferansiyel denklem, x = linspace(-1.5,1.5,15); /
. o y = linspace(-4,4,15);
X = 8xx [M1,M2]=size(y);
X =y [X,Y] = meshgrid(x,y),

U=Yy;
y = 8xy for i=1:M2

for j=1:M2

— = 8x, genel ¢co6ziim, y=4x?+ C dir. end
dx . T end
f(x, y) = 8xy denkleminin faz ¢c6zim gizgileri figure(1), quiver(X,Y,U\.'r"

asagidaki sekilde verilmistir.



Denge durum noktalari ve faz duzlemleri

X —4x +40x =0
diferansiyel f(x, y) = 4y-40x
olur. f(x, 0) = 0 oldugundan,
X eksenindeki her nokta bir
denge noktasidir. Faz yollar
icin diferansiyel denklem,

f(x, y) =4y-40x denkleminin
faz cozim cizgileri asagidaki
sekilde verilmistir.

Matlab Yazilim Kodu:

clear all

close all

x = linspace(-1,1,20);

y = linspace(-4,4,20);

[M1,M2]=size(y);

[X,Y] = meshgrid(x,y);

U=Y;

for i=1:M2
for j=1:M2
F(i,j)=-40*X(i,j)+4*Y(i,j);
end

end

figure(1), quiver(X,Y,U,F,'r")




Otonom Denklemler

 Otonom denklemlerin genel formu, x=f(x) dir.
Bir diferansiyel denklemin otonom olabilmesi
icin turev esitliginin karsisinda fonksiyonda
sadece x ifadeleri olmasidir. Baska bir degisken
olmamasidir. Bu formdaki denklemlere otonom
difarensiyel denklemler adi verilir. Otonom
diferansiyel denklemlerin davranisi genellikle
(x , x) grafigi cizilerek anlasilmaya ¢alisilir.
Davranistan kastedilen ¢c6zUm egrilerini tahmin
etmektir. (x, x) grafigi yorumlanarak ¢6ziim
egrilerinin gérinimu tahmin edilebilir. Grafik
cizilerek c6zim egrilerinin tahmin edilmesine
faz dizlem analizi denir.

Oncelikle (x, x) grafigi cizilir.



Otonom Denklemler

Bir grafik cizildikten sonra yorumlar yapilir; x
=a, X =b, x =c degerleri x =f(x) fonksiyonunun
kdkleridir.

X <a Ise X <0
X =3 Ise X =0
a< x <b ise X >0
X =b ise X =0
b< x <C ise  x<0
X =C Ise X =0

X >C ise X >0

Oncelikle (x, x) grafigi cizilir.



Otonom Denklemler

Grafige bakilarak ve elde edilen bilgilerden 4

yararlanilarak ¢c6zum egrilerinin sekli tahmin f /~ f
edilebilir.x=0 ise ¢cozim egrileri egimi sifir olan diz 1 Yee
birer cizgi olacaktir. Bu bilgiler kullanilarak basitce mﬁ\ X
cozum egrileri cizilebilir. Burada x’in bagli oldugu l ’ x=b
degisken olarak genellikle t kullanilir. Yukarida faz T J.f‘/‘ -
dizlem analizinde x-x grafigi cizilip yorumlanabilir. i

Asagida ise cozim egrilerini gdsteren x-t grafigi l \‘X

cizilecektir. Soyleki; x>0 ise cozim egrileri yukari
dogru meyilli olacaktir. Dolayisiyla buna cizilen
teget yani turev pozitif olmalidirTegetin egimi
asagidaki sekildeki gibi pozitiftir. x<0 ise c6zUm
egrileri asagl meyilli olacaktir.



Otonom Denklemler

* x=a, x=b ve x=c noktalarinda tlirevimiz “0” a esit oldugu icin egrilerimizin egimi sifir olan diz
cizgiler olmak zorundadir. Duz olarak cizdigimiz ¢c6zim egrilerine denge ¢ozumleri adi verilir. Dikkat
edin hicbir ¢c6zim egrisi birbirine degmemelidir. Denge ¢dézlimleri ile de kesismez.

e Grafikte gorulen cozum egrilerinin sekilleri boylelikle tahmin edilir. Faz dizlem analizi (x”, x)
grafigini inceleyerek bu sonuclara vardik. Diger cozimler denge cozimlerine (x’=0 olan cizgilere)
yaklasmaya calisir. Sanki diger c6zim egrileri bir sekilde dengesini ariyor ve oraya dogru
yaklasmaya calisiyor. Bu yuzden denge co6zlimleri olarak adlandirilmistir. Bu denge ¢oéziumleri
ornegimiz icin; x=a, x=b ve x=c olmak Uzere Uc¢ tanedir.

Denge ¢cozUmlerinin 3 cesidi vardir:
e Kararli denge cozimuleri

e Kararsiz denge cozimleri

* Yari kararh denge cozimleri



Otonom Denklemler

Bunlari anlamak icin tekrar grafige bakilirsa, x=c denge ¢6ziimine bakilirsa altinda ve Ustlinde
kalan ¢6zim egrilerine gore yorumlanir. t sonsuza giderken altindaki ve tstlindeki iki c6zim egrisi
de x=c denge ¢cozimunden uzaklasmaktadir. Dolayisiyla “x=c” ye kararsiz denge ¢c6zum?u denir.
Kararsiz dengede, c6ziimden biraz disari ¢cikildiginda ¢oztimler dengeden uzaklasir.

x=b denge c6zimuine bakarsak, t sonsuza giderken ¢c6ziimden biraz disari ¢ikildiginda alttaki ve
usttteki iki cozum egrisi de x=b denge ¢co6zimuine yaklasmaktadir. Dolayisiyla “x=b” ye kararl denge
cozumu denir. Kararlh denge cozimiinde, cozimden biraz disari cikildiginda ¢c6zumler dengeye
yaklasma egilimi gosterir.

x=a denge cozumune bakarsak, t sonsuza giderken altinda ve Ustlinde kalan iki c6zim egrisi de
“x=a” cozimunden uzaklasmaktadir. Dolayisiyla “x=a” ya kararsiz denge ¢c6zimu denir.



Otonom Denklemler

Yari kararli denge c6zimunini gostermek
gerekirse “x=d” de denge c6zimumuz var
diyelim.

t sonsuza dogru giderken “x=d” dogrusundan
yukari dogru yaklastiginda “x=d” dogrusundan
uzaklasirken. Asagidaki c6zim egrisine
yaklasildiginda “x=d” dogrusuna
yvakinlasmaktadir. Yari kararli denge ¢6zimu=
cozum egrilerinden biri ¢cozim dogrusuna
yaklasirken digeri uzaklasiyorsa buna yari kararli
denge c6zUmu denir.
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Differential Calculus



Turevin Yorumu

Birinci Turev

Birinci ve ikinci tlirevlerinin verdigi bilgilerden f’(x) veya df/dx olarak yazilan f(x) fonksiyonunun ilk
turevi, x noktasindaki teget cizgisi fonksiyonun egimidir.

Grafik olmayan terimlerle ifade etmek gerekirse, ilk tlrev bize bir fonksiyonun nasil arttigini veya
azaldigini ve ne kadar artacagini veya azalacagini soyler.

Pozitif egim bize x arttikca f(x)'nin de arttigini soyler. Negatif egim bize x arttikca f(x)’in azaldigini
soyler. Sifir egim bize 6zel bir sey soylemez: fonksiyon o noktada artar, ne azalir veya yerel
maksimumda veya yerel minimumda olabilir.

Turevler acisindan bu bilgileri yazarken sunu goéruyoruz:

d];(p) > 0, ise f(x), x = p’de artan bir fonksiyondur.
d];gcp) < 0, ise f(x), x = p’de azalan bir fonksiyondur.
af (p)

= (0, ise ozaman x =p, f (x)'in kritik noktasi olarak adlandirilir ve x(p)’deki f (x) 'nin davranisi
ﬁkmda yorum yapilamaz.



Turevin Yorumu
Ikinci Turev
2
* Bir fonksiyonun ikinci tirevi, "’ (x) veya dx]; olarak yazilir. Ik tuirev bize fonksiyonun
arttigini veya azaldigini soylese de, ikinci tlrevy,

2
e x=p'de dd];(f) >0 ise, f(x), x = p'de yukari dogru kavislidir.
2
e x=p'de ddj;(zp) <0 ise, f(x), x = p'de asagi dogru kavislidir.
2
e x=p'de dd];(f) =0 ise, o zaman f(x) 'in x = p'deki davranisi hakkinda bir yorum

yapamiyoruz.

e Birinci turevin anlamindan x, f(x) fonksiyonunun kritik bir noktasi oldugunda, o
noktada fonksiyonun davranisi hakkinda bir yorum yapabilmek icin, x’in bolgesel
maksimum veya bdlgesel minimum oldugunu 6grenmek icin genellikle islevin ikinci
tlrevi kullanilir.



Yonlu turev ve Gradyan

Bir skaler alanin yon tiirevi (gradyan) artimin en cok oldugu yere dogru yonelmis bir
vektor alanini verir ve buyukligu degisimin en buyuk degerine esittir.

Bir scaler field’in maksimum artis gosterdigi yonu ve hizi belirten bir vektor verir.

Bir noktada hesaplandiginda, o noktada fonksiyonun maksimum artis gosterdigi yonu

gosteren vektordur.



Gradient

Differential Calculus

We can concatenate partial derivatives of a multivariate function with respect to all its input variables
to obtain the gradient vector of the function

The gradient of the multivariate function f(X) with respect to the n-dimensional input vector x =
[x1, %5 ,...,x,]7, is a vector of n partial derivatives

f(x) af(x) AfX|

, ) e
dx; = 0xy 0x,

Vf (x) =

When there is no ambiguity, the notations Vf(x) or V. f are often used for the gradient instead of

Vif (X)
— The symbol for the gradient is the Greek letter V (pronounced “nabla”), although V, f (x) is more often it is
pronounced “gradient of f with respect to x”

In ML, the gradient descent algorithm relies on the opposite direction of the gradient of the loss
function £ with respect to the model parameters 8 (VL) for minimizing the loss function

— Adversarial examples can be created by adding perturbation in the direction of the gradient of the loss L with
respect to input examples x (V,.£) for maximizing the loss function



* (Kismi) tlirevler bize bir degiskenin digerini ne kadar
etkiledigini soyler.



Evaluating the Gradient

As an example, given the function f(x, y) = 3x%y —

2x and the point (4, -3), the gradient can be
calculated as:

[bxy —2  3x?]
Plugging in the values of x and y at (4, -3) gives
[-74 48]
which is the value of the gradient at that point.

Bu noktadaki teget dizlemin egimi x yonunde -74, y yonlinde +48 olacaktir.

Gradyan vektorinun yonu her zaman fonksiyonun en dik artis yonunu gosterecektir. Ve
buyukligu bize diuzlemin o yondeki egimini verecektir.



Ornek

Let f(x,y) = 2. (a) Find V £(3, 2). (b) Find the derivative of f in the direction of (1,2) at the point (3,2).

Solution: (a) The gradient is just the vector of partial derivatives. The partial derivatives of f at the point (z, y) = (3, 2) are:

d ¥,
3—i{z, y) = 2zy a—':{;:, y) = x>
af B af B

Therefore, the gradient is

V£(3,2) = 12i + 9§ = (12,9).

(b) Let u = w;i + wpj be a unit vector. The directional derivative at (3,2) in the direction of uis

-Duf{gs 2} = vf{gs 2} "
= (121 + 9j) - (i + uaj)
=12u; + Yus. (1)

To find the directional derivative in the direction of the vector (1,2), we need to find a unit vector in the direction of the vector (1.2).
We simply divide by the magnitude of (1, 2).

L2 (1?2 (12
R T TR e v S AL AL

Plugging this expression for u = (u;, uz) into equation (1) for the directional derivative, and we find that the directional
derivative at the point (3, 2) in the direction of (1, 2) is

Duf(3,2) = 12u; + Yus
1218 30

VAR5



Hessian Matrix

Differential Calculus

 To calculate the second-order partial derivatives of multivariate functions, we need to calculate the derivatives for
all combination of input variables

« Thatis, for a function f(x) with an n-dimensional input vector X = [xy, x5, ..., x,]7, there are n? second partial

derivatives for any choice of j and j
0%f B ad (0df
axlax] B axi Gx]

* The second partial derivatives are assembled in a matrix called the Hessian

C9%f 02f -
0x10x4 0x10x,
d%f 0%f
0x,0x;  0x,0x,]
e Computing and storing the Hessian matrix for functions with high-dimensional inputs can be computationally

prohibitive

— E.g., the loss function for a ResNet50 model with approximately 23 million parameters, has a Hessian of 23 M X 23 M =529 T
(trillion) parameters



What Is A Hessian Matrix?

The Hessian matrix is a matrix of second order partial denvatives. Suppose we have a function fof n

variables ie._,
f:R" =R

What Is The Discriminant?

The determinant of the Hessian is also called the discriminant of f. For a two vanable function f(x, y), itis

The Hessian of f is given by the following matrnx on the left. The Hessian for a function of two varnables is also

shown below on the nght.
given by:

. pn
f:R"=R For £0uy):
[~ 7 f;cx f;c
2 ' Y _ 2
a°f a2 f a-f f: R = R Fof = foxfyy =iy
[_i_rll drjdxs T dxpdx, Xy JYy
4 - B 3 5 ] Discriminant of f(x, y)
a*f a° f a*f a<f o°f
Hf = | dxadx, x4 T dxqdxy H | s dxay | ﬂ_ X f:r_y
B (flxy) = 2 21 —
: o7 9% A
d:'.-f dzf dzf | ﬂt’ﬂ}' 6}12 |
dxpdxy  dxpdxy 7 axp

Hessian a function of n variables (left). Hessian of . y) (right)

We already know from our tutorial on gradient vectors that the gradient is a vector of first order partial
dervatives. The Hessian is similarly, a matrix of second order partial derivatives formed from all pairs of

variables in the domain of f.



What Do The Hessian And Discriminant Signify?

The Hessian and the corresponding discriminant are used to determine the local
extreme points of a function. Evaluating them helps in the understanding of a
function of several variables. Here are some important rules for a point (a,b) where
the discriminant is D(a, b):

The function f has a local minimum if f_xx(a, b) > 0 and the discriminant D(a,b) >0
The function f has a local maximum if f_xx(a, b) < 0 and the discriminant D(a,b) >0

The function f has a saddle point if D(a, b) <0
We cannot draw any conclusions if D(a, b) = 0 and need more tests



Example: g(x, y)

For the function g(x,y):

1.We cannot draw any conclusions for the point (0, 0)

2f xx(1,0)=6>0and D _g(1, 0) =60 >0, hence (1, 0) is a local minimum

3.The point (0,1) is a saddle pointas D _g(0,1) <0

4.f xx(-1,0)=-6<0and D _g(-1,0) =12 > 0, hence (-1, 0) is a local maximum

The figure below shows a graph of the function g(x, y) and its corresponding contours.

Graph of g(x,y) and contours of g(x,y)

ﬁrn.l:lh:l-F-Hl_l..H]-::lJ'l'llrr.'ln::ll l'_.ﬂlj:n-l.l.'rln-fﬂ[l.:-.:l:'l.i"ll:r"']-'l.'?'


https://machinelearningmastery.com/wp-content/uploads/2021/07/hessian4.png
https://machinelearningmastery.com/wp-content/uploads/2021/07/hessian4.png

Why Is The Hessian Matrix Important In Machine
Learning?

The Hessian matrix plays an important role in many machine learning
algorithms, which involve optimizing a given function. While it may be
expensive to compute, it holds some key information about the function
being optimized. It can help determine the saddle points, and the local
extremum of a function. It is used extensively in training neural networks
and deep learning architectures.

Extensions

This section lists some ideas for extending the tutorial that you may wish
to explore.

Optimization
Eigen values of the Hessian matrix
Inverse of Hessian matrix and neural network training



Jacobian Matrix

Differential Calculus

 The concept of derivatives can be further generalized to vector-valued functions (or, vector fields)
f:R* - R™
*  For an n-dimensional input vector X = [x{, X5 , ..., x,]7 € R", the vector of functions is given as

f(x) = [1(®), 2(X), .., fn(X)]" ER™

* The matrix of first-order partial derivates of the vector-valued function f(x) is an m X n matrix called

a Jacobian
0f1(x) 0f1(X)]
x4 0x,
] = : :
0 fm (X) 0 fm (X)
0x4 T dxy,

— For example, in robotics a robot Jacobian matrix gives the partial derivatives of the translational and angular
velocities of the robot end-effector with respect to the joints (i.e., axes) velocities



Jacobian Matrix

. Differential Calculus

e Jacobian matrisi, tum birinci dereceden kismi
threvlerinin matrisidir. Bu matris kare oldugunda, yani
fonksiyon, ciktisinin vektor bilesenlerinin sayisi kadar
girdi olarak ayni sayida degisken aldiginda,
determinantina Jacobian determinanti denir.

* Jacobian matrisi, fonksiyonun coklu boyutlara gore

egimini verir. Bir x degiskenine gore tlrev bize x boyutu
boyunca egimi verecektir.



Example of the Jacobian matrix

Having seen the meaning of the Jacobian matrix, we are going to see step by step how to
compute the Jacobian matrix of a multivariable function.

Find the Jacobian matrix at the point (1,2) of the following function:

fle.y) = (a" + 3y%x , 5y° — 2y +1)
First of all. we calculate all the first-order partial derivatives of the function:

i . .
_i = 41 + .'!ig,r2
il

r'ﬂ)f L _ .

— = [y

iy i

i fo

oo = T2

il

ot

— = lly — 2
ity

Now we apply the formula of the Jacobian matrix. In this case, the function has two variables and two vector

components, so the Jacobian matrix will be a 2x2 square matrix:

Once we have found the expression of the Jacobian matrix, we evaluate it at point (1.2):

df df A3 13 9 6 4.1t +3.22 0 G-241
I c e Y yx Je(1,2) =
T (. y) = Ox oy B ’ ( 2.2 IIJ-;?—;?-[)
ST Y) = - . o And finally, we perform the operations:
df2  Of2

— . — N 10y — 2z 16 12
Ox Ay Y Y Jp(1,2) = ( )

—4 18



Verilen nokta etrafinda uzayin ne kadar genisleyip ne kadar
sikistigini belireyebiliriz.

Alanlar (-2,1) noktasi etrafinda 1.227 degeri ile 6lceklendirilebilir. Alan 1.227 olcek kati
genisliyor. Fazla bir genisleme s6z konusu degil. (0,1) noktasi etrafinda 0.46 degeri
bulunur. Kuictlme s6z konusudur.



Kritik noktalarin bulunmasi

TEOREM :

= f(x,y) fonksiyonu (x, y,) noktasinda ikinci mertebeden siirekli kismi

e ——

tiirevlere sahip bir fonksiyon ve

fe(Xo, ¥0) = 1,(X0,30) =0

o . . . .
olsun. Bu takdirde A = /. (x5 vy )-/,, (X0 Vo )= /(X0 ¥y ) olmak iizere;
i.A>0 ve f..(x5 v) >0 ise (x; y,) noktas: yerel minimum noktasidir.
. A>0 ve [ (x5 v5) <0 ise (x, y,) noktas: yerel maksimum noktasidir.

iii . A <0 1se (x; ), ) noktas: eyer noktasidir.



Kritik noktalarin bulunmasi

ORNEK : :z= f(.nr,_)v’)=.,v2-%x2 denklemi ile tamimlanan f fonksiyonunun higbir

. s ; . : 1 ;
maksimumu ve minimumu olmadigim gostcrchm;:x(x,y)=—5.r y  Zy(x,»)=2y kismi

tirevleri sifir olmahdir. Buradan (x y )=(0,0) bulunur. O halde (0,0,0)noktas

ylizeyimizin maksimum veya minimum olabilecek tek noktasidir. Ancak yiizeyin seklini

incelersek bu olanaksizdir.

(0,0) noktasi eyer
noktasidir.



Cok degiskenli fonksiyonlarda limit yonlu yaklasim
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Farkli yonlerden yaklasirken ayni deger verirse limit vardir. Farkli degerler verirse
limit yoktur.



Integral Calculus

Integral Calculus

* For afunction f(x) defined on the domain [a, b], the definite integral of the function is
denoted

b
f f(x)dx

 Geometric interpretation of the integral is the area between the horizontal axis and the
graph of f (x) between the points a and b

— In this figure, the integral is the sum of blue areas (where f(x) > 0) minus the pink
area (where f(x) < 0)
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Variance

Probability

* Variance gives the measure of how much the values of the function f(X)
deviate from the expected value as we sample values of X from P(X)

Var(f(X)) = E[(f(X) — E[f (0)])?]

* When the variance is low, the values of f (X) cluster near the expected value

* Variance is commonly denoted with o
— The above equation is similar to a function f(X;) = X; — u

— Wehaveg? =Y, P(X;) - (X; — w)?
— This is similar to the formula for calculating the variance of a sample of observations:

1
0% = ——%;(X; —w?
 The square root of the variance is the standard deviation
— Denoted o = /Var(X)




Covariance

Probability

* Covariance gives the measure of how much two random variables are linearly related to
each other

Cov(f(X), g()) = E[(f () — E[f DD (g(Y) — E[g(V)D]
* Iff(X) =X;—pyxand g(t) =Y, —py
— Then, the covariance is: Cov(X,Y) = ), P(X;, Y;) - (X; — uy) - (V; — ny)
— Compare to covariance of actual samples: Cov(X,Y) = ﬁzi(Yi — ) (Y; — uy)

 The covariance measures the tendency for X and Y to deviate from their means in same (or
opposite) directions at same time
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Correlation

Probability

* Correlation coefficient is the covariance normalized by the standard deviations of the two

variables
Cov(X,Y)

Oy * Oy

corr(X,Y) =

— It is also called Pearson’s correlation coefficient and it is denoted p(X,Y)
— The values are in the interval [—1, 1]

— It only reflects linear dependence between variables, and it does not measure non-
linear dependencies between the variables

/ »,.P"" ¥ . - . \ Linear dependence

with noise

S Linear dependence

g - R y \ without noise
o o o o) o o o
N P il o Various nonlinear
< X £ = - -
X 3 F N Fiseitt? L dependencies



Covariance Matrix

Probability

* Covariance matrix of a multivariate random variable X with states X € R™ is an n X
n matrix, such that

Cov(X);; = Cov(xi,xj)

e |.e,
Cov(xy,X1) Cov(xy,X3) -+ Cov(Xq,X,)]
Cov(X) = Cov()(:z,xl) COV()fz,Xn)
Cov(X,,,X1) Cov(Xx,,X3) -+ Cov(X,,X,).

 The diagonal elements of the covariance matrix are the variances of the elements of the
vector

COV(Xi,Xi) — Var(xi)
* Also note that the covariance matrix is symmetric, since Cov(xi,xj) = Cov(x-,xi)
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